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Abstract

The coupled differential equations obtained from an equivalent circuit model aiming the
approximated description of an electrochemical system can be analyzed through the use of the
Laplace transform method. The impedance relating the excitation on a system and the
response as a function of s, the Laplace transform parameter, relates directly the
electrochemical impedance spectroscopy (EIS) and chronoamperometry techniques. The
equivalent circuit components are analyzed. The relation potential/current in the circuit are
done through the Kirchhoff laws, that are related to the energy and charge conservation
principles. The impedance for the simple series and parallel association for the elements are
presented as a function of “s” and the angular frequency ®. The relation between potential and
current as a function of time are presented for the step potential function.

Keywords: Laplace transform, kinetic models, chronoamperometry, equivalent circuits,

eletrochemical impedance spectroscopy

Resumo

As equacgdes diferenciais acopladas obtidas de um circuito equivalente modelo para a
descricdo aproximada de um sistema eletroquimico, podem ser analisadas usando a
transformada de Laplace. A impedancia relacionando a excitacdo do sistema a resposta como
funcdo de s, parametro da transformada de Laplace, estabelece uma ligacdo direta entre as
técnicas de Espectroscopia de Impedancia Eletroquimica (EIE) e cronoamperometria. As
componentes de um circuito equivalente sdo analisadas. As relacdes entre potencial e corrente
no circuito sdo feitas usando as leis de Kirchhoff, que estdo relacionadas com os principios da
conservacao da carga elétrica e da energia. A impedancia para as associacdes simples, em
serie e em paralelo para os elementos, é apresentada como funcdo de “s” e da frequéncia
angular. As relacGes entre potencial e corrente como funcéo do tempo sdo apresentadas para a
funcgéo degrau.

Palavras-chave: transformada de Laplace, modelos cinéticos, cronoamperometria, circuitos
equivalentes, espectroscopia de impedancia eletroquimica.
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Introducéo

O trabalho tem o objetivo de apresentar um procedimento para relacionar resultados
obtidos pela técnica de Espectroscopia de Impedancia Eletroquimica, método este que
investiga a relacdo entre corrente e tensdo em termos da fregiiéncia, com a evolugéo no tempo
das grandezas corrente e potencial.

Dispondo da funcdo de transferéncia, impedancia ou admitancia, e da funcéo
excitacdo, dependentes da freqliéncia, a evolugdo com o tempo da funcéo resposta € obtida
calculando a transformada inversa de Laplace (ou Fourier) (1). A impedancia de elementos
concentrados (capacitor, resistor, indutor e elemento de fase constante) e algumas de suas
combinacOes em série e em paralelo serdo calculadas.

Recordam-se as conexdes entre as Leis de Kirchhoff e os principios da conservacao da
carga e da conservacdo de energia. As relacdes potencial-corrente em funcdo do tempo séo
inferidas pela transformada de Laplace inversa. A determinacdo é feita para algumas
combinagOes em série e em paralelo dos elementos de circuito mencionados.

Na se¢do discussdo sdo abordados, em nivel mais qualitativo que quantitativo, os limites de
validade das hipoteses que constituem as bases dos modelos.

Metodologia

Célculo da Impedancia: Transformada de Laplace
A transformada de Laplace f(s) de uma fungéo F(t) é definida por:

fis) =L{F(t)} = J e " F(t)dt

o
Para a relacdo potencial-corrente em um resistor 6hmico V(t) = RI(t),
se R é parametro constante v(s) = Ri(s)

e z(s), a impedancia, é dada por

s
z(s) = i((si =R
A relacéo entre carga e potencial para um capacitor ideal €
Q) = cv (t)
Derivando em relagcdo ao tempo obtém-se
16 = ¢ dv (t)

dt
e ils)=csv(s), se o valor inicial V(0)=0
Na ultima relagdo foi usada a propriedade

L {j—f} = sf(s) — F(0)

F(0) é o valor em t=0 de F(t).
. 1
Para o capacitor z(s) = =
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Considerando um indutor ideal.

dI
V() =L——=
() g

e v(s) =sLi(s) —I(0)

para 1(0)=0 se tem
z(s) = Ls

Nota-se que a substituicdo de s por jw nas relagcdes acima conduz as expressdes usuais para a
impedancia.

Elemento de fase constante
Uma forma em que a impedancia ¢é apresentada é dada pela equacéo (2)

R
Z(w) = ——
(jwty)®
com a substituicdo de jw por s
z(s) =
(5750
Para a combinacéo de resistor, R e capacitor C em série, as impedancias sdo somadas e se tem
= X
z(s) =R+ =
Para um degrau de potencial de altura Vo,
¥
5
sendo a corrente dada por
VysC , 1
i(s) = =—
S(sRC+ 1) Rs+i
RC

I(t) é dado por
1) =%e‘%

Considerando resistor e capacitor em paralelo, as admitancias sao somadas e se escreve:
1 1

v, 1
i(s) === +cV,
i(s) Rs+ o

e () =2+ V(1)

d(t) representa a distribuicdo delta de Dirac.

Para combinagBes em série de indutor e resistor, com os procedimentos acima, sdo obtidos
resultados semelhantes, uma vez que a impedancia para a associagdo em série é:
z(s) =R+ sL
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No caso de combinagdo em paralelo é:
1 1 1

—_— _|_ —_—
z(s) R =L
Para um elemento de fase constante em paralelo com um resistor a admitancia para o sistema

se torna:
L1 (s1)°

= R R

EparaV(s) = Z—D

1 % 1
is)=——+—
() Rs R,

Sl—rx

a parte real de 1-a sendo maior do que zero.
Com o uso da tabela de transformada de Laplace,
V, 1 1
t)=—4+——1-——
@) R R T(L—a)t=
Onde I'(a) representa a fun¢do gama
Para o elemento de fase constante submetido a um degrau de tensdo é oportuno recordar o

método integral de inversao de Mellin:
A transformada inversa de f(s) € obtida pela integral

1 y+ios .
F(t) ZEL_EW f(s)e* ds

O caminho de integracdo (caminho de Bromwich) é uma reta paralela ao eixo imaginario e o
parametro v é escolhido de tal forma que todas as singularidades de f(s) se situem a esquerda
do caminho de integracgéo, entéo f(s) € analitica no lado direito do caminho de integracéo. Para
t<0 o caminho é completado por um semi circulo cujo raio tende a infinito e pelo teorema de
Cauchy: a integral em um caminho fechado de uma func¢éo analitica no contorno e no interior
é nula. Observa-se que o principio de causalidade é conseqiiéncia imediata da escolha do
caminho de integracdo. No caso da inversdo da transformada de Fourier o principio de
causalidade requer que a fungdo transformada f(w) seja analitica no plano superior do plano
complexo, isto implica que a parte real e a parte imaginaria ndo sdo independentes. Nestes
resultados estdo baseadas as relagdes Kramers-Kroning para as partes real e imaginéria da
funcao dielétrica.

Para f(s) = s*~1, F(t) é obtida por

1 ytios
F(t) =— 5571 gt g

2wt y—ioe

Para o diferente de um numero inteiro s=0 é um ponto de ramificacdo. A linha de corte no
plano complexo é escolhida de s= -0 a s=0. Para t<0, a linha de integragdo ¢ completada por
um semi circulo a direita e temos o resultado

F(t)=0 para t<0

Para t>0, o caminho é completado por dois quartos de circulo e o valor da integral para estas
partes é nula pelo lema de Jordan e a integral de inverséo se reduz a integral na linha paralela
ao eixo imaginério e duas linhas retas, uma acima do eixo real para |s|=tc a 0 (fase de s=n) ¢
outra abaixo do eixo real para |s|=0 a o, (fase de s=-n).
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Notando s = ge®®, g é o mddulo de s, F(t) é obtido pelas integrais

1 (. 0 . =
F(fj =__.{emrxf erx—le—grdg+e—mzj gﬂ:—le—srdg}
2mi - 0
1 1 ) ) 1T (e
= —.—F(rx][e’m—e”m) = — ( :]semrrx
2mite T te

A propriedade da fungdo gama

T

Ma)l(l—a)= p—
1 __ Tiadsenma
U, Ta—a — w

da a forma acima

FO) = F o

encontrada anteriormente na expressao de I(t)

A férmula integral de inversdao de Mellin e as modificacdes do contorno podem conduzir a
uma integral que ndo é expressa em termos de fungdes conhecidas. Nestas circunstancias ha o
recurso do calculo numerico e/ou a avaliacdo da integral em situacdes limites.

As equacles de Maxwell [3] permitem obter os campos elétrico e magnético a partir das
densidades de carga e de correntes. No método utilizado, que consiste em representar o
sistema em termos de elementos concentrados, os graus de liberdade dos campos ndo estdo
sendo considerados explicitamente.

E oportuno Igmbrar que tomando o divergente na equagao

3 a - - st L4t
v.H=]+ a—‘z onde H= campo de intensidade magnética e D= vetor deslocamento elétrico

se chega a equacdo de continuidade
v.]+ % =0 umavez que V-D = p

e p densidade volumétrica de carga

a
E se a—‘; = 0, pelo teorema de Graus se obtem

$7.dS = 0 onde d5 ¢é o elemento de area da superficie

Para um nd no circuito equivalente a equacdo acima € uma das leis de Kirchhoff.
As equacdes de Maxwell sdo também consistentes com o principio da conservagdo da energia.
O fluxo de energia de uma distribuicdo de cargas e correntes € descrito pelo vetor de Poynting

S = E, H com dimens&o de energia por &rea por segundo.

Para um modelo que usa elementos concentrados a conservagdo da energia € ilustrada em um
caso simples: um circuito R,L,C em série
V()I(t) = RI*(t) + Qdq + Lfcﬂ

B C dt dt
ou, em palavras, a potencia fornecida pela forca eletromotriz € igual a potencia dissipada no
resistor adicionada a potencia com que capacitor e indutor armazenam energia. Dividindo a
equacdo acima por I(t) obtem-se a outra lei de Kirchhoff, a lei das malhas.
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Resultados e discussao

O circuito equivalente, modelo para uma célula eletrolitica, permite relacionar diretamente
descricdes do sistema em termos da frequéncia com a descricdo complementar da evolugéo no

tempo de grandezas de interesse. A relagdo i(s) = :—:’ é obtida sob varias hipdteses que
simplificam o problema de muitas particulas eletricamente carregadas, e fortemente
interagentes.

A interacdo eletromagnética é descrita pelos valores dos campos, das cargas e das correntes.
Uma vez conhecidas as distribuicOes de cargas e correntes, 0s campos eletromagnéticos séo
determinados, em principio, com o uso das equagdes de Maxwell. O modelo de um circuito
equivalente prescinde da descri¢cdo dos graus de liberdade do campo eletromagnético, ou seja,
na funcdo de Lagrange ou lagrangeana do sistema estdo presentes apenas as coordenadas e
velocidades generalizadas das particulas. A abordagem acima leva a uma descrigcdo
consistente com o observado, desde que as velocidades das particulas, v, sejam menores que a
velocidade de propagacdo dos campos no meio. A velocidade de propagacdo de ondas

eletromagnéticas em um meio de permissividade & e permeabilidade @1dada por =

Consequentemente, vy/uz << 1.

O vécuo € um meio ndo dispersivo, a velocidade de propagacdo da onda independe da
frequéncia. Os meios materiais sdo meios dispersivos. Considerando um meio aquoso a
permissividade £(w) é praticamente constante até frequéncias da ordem de 10° Hz para a 4gua
a 25 °C. Se a celula eletrolitica é submetida a uma diferenca de potencial, todas as regides da
célula “instantaneamente” estdo submetidas a mesma interacdo dos campos externos desde
que o comprimento de onda ou os comprimentos de onda sejam muito maiores do que as
dimens@es da célula. Nestas circunstancias pode-se admitir que a fase do campo externo é
praticamente constante em todo o sistema.

Para que o sistema seja considerado em equilibrio ou estacionario é necessario que 0s tempos
de relaxacdo do sistema sejam “pequenos”. Para um eletrélito “6hmico”, com o uso da
equacdo da continuidade conclui-se que z, tempo de relaxacdo, depende da condutividade e da
constante dielétrica do meio.

Em simbolos

% + divj = 0, para 0 meio 6hmico J = ¢E (o condutividade, E vetor campo elétrico) e da
equacio de Maxwell divE =2,

o
—t

d -
—+Zp=0ep=p(0)e:

E o tempo de relaxacéo € da ordem dei (r= ij
ic limi s 1 L .
Aparentemente, os dois limites para as freqliiéncias w << - =Z e o limite correspondente as

1

Vusd

dimensdes do sistema caracterizados por d, w./usd << 1 OU w <« sd0 0s mais criticos.

Experimentos de EIE sdo conduzidos até freqiiéncias da ordem de 10° Hz, e estas freqiiéncias
estdo no intervalo em que as hipoteses simplificadoras sdo validas. No estabelecimento de um

-6 -
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modelo de circuito equivalente € do interesse que tal modelo seja 0 mais simples possivel, ou
seja, com o menor nimero de elementos concentrados. Um elemento do circuito que
representa a relacdo entre grandezas de interesse na descricdo do sistema requer que cada
grandeza, na representacao do fendmeno, tenha a fase constante.

A grande simplificagdo na descricdo do sistema é obtida se os elementos do circuito
equivalente capacitancia, resisténcia, indutancia tiverem valores constantes no intervalo de
variagdo das grandezas envolvidas. Nestas circunstancias as equacOes diferenciais
transformadas possuem um grau de transcendentalidade inferior & das equacgdes originais, isto
é, 0 sistema passa a ser descrito por um conjunto de equacgdes algébricas acopladas em vez de
um conjunto de equacdes diferenciais acopladas.

Conclusodes

Se 0 modelo de circuito equivalente é adotado para a descri¢do de processos eletroquimicos, o
modelo permite 0 exame das grandezas envolvidas com as duas representacfes
complementares, em termos de freqiiéncias e em termos da variavel tempo.

Pode-se passar de uma descri¢do a outra com o uso da transformada de Laplace. O uso de
ambas as descri¢des € Util para a verificacdo dos parametros utilizados no estudo de um
sistema complexo como uma ceélula eletrolitica.
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